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Résumé
Nous nous intéressons aux estimées Lp des sections harmoniques de certains fibrés vectoriels au-dessus
des variétés riemanniennes. Les travaux contenus dans Chayet et Lohoué (1997) [2], Dragomirna (1997)
[3], Yau (1971) [11] constituent le point de départ de nos investigations. Le résultat le plus significatif dans
cet article est que les résultats principaux de Chayet et Lohoué (1997) [2] sont génériques.
© 2011 Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.
Abstract
We are interested in Lp-estimates of harmonic sections of some vector bundles over Riemannian man-
ifolds. Our starting point is the work contained in Chayet and Lohoué (1997) [2], Dragomirna (1997) [3],
Yau (1971) [11]. The relevant result in what follows is that the principal statement in Chayet and Lohoué
(1997) [2] is generic.
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1. Introduction
Ces lignes complètent trois résultats antérieurs. Dans [11] il a été dit que si M est une variété
complète de dimension quelconque, si 1 < p < 2, il n’existe pas de forme harmonique qui soit
dans Lp . A la suite de cette assertion dans [3] les contre-exemples ont été mis en évidence pour
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séries discrètes de représentation des groupes de Lie semi-simples Chayet et l’auteur ont montré
dans [2] que ce phénomène est général pour les espaces symétriques dont le groupe de Lie semi-
simple correspondant admet une série discrète (rgG = rgK). Le but de cette note est de montrer
que ces contre-exemples découlent d’un théorème général qui contredit complètement l’assertion
précédente. En fait on veut montrer que ces contre-exemples sont génériques (c’est plutôt ce qui
se passe souvent que le contraire).
De plus ce n’est pas seulement le cas des formes différentielles ; sous des conditions assez
générales sur des opérateurs elliptiques sur des sections de fibré au-dessus des variétés rieman-
niennes on retrouve le même phénomène.
2. Notations et définitions
1) Dans tout le texte M désigne une variété Riemannienne complète avec une métrique g, un
élément de volume dσ ; si elle est Kalhérienne la métrique proviendra de la forme de Kalher.
2) Soit E π−→ M un fibré vectoriel au-dessus d’une variété Riemannienne M munie d’une
métrique g. On suppose que E est muni d’une connexion D¯. On suppose aussi que chaque fibre
Ex au-dessus d’un point x de E est muni d’un produit scalaire 〈Ux,Vx〉 pour Ux , Vx ∈ Ex et que
x → 〈Ux,Vx〉 est C∞ en x. De plus la connexion D¯ est compatible avec le produit scalaire. Pour
toutes sections C∞ U,V de E et X dans l’espace tangent TM
a) X〈U,V 〉 = 〈D¯XU,V 〉 + 〈U, D¯XV 〉 ;
b) D¯fXU = f D¯Xu ;
c) D¯X(f ·U) = X · f U + f D¯XU .
Finalement nous nous intéressons à un Laplacien naturel ˜ agissant sur les sections C∞ de
E : C∞(E). C’est-à-dire un opérateur différentiel du second ordre elliptique avec des propriétés
semblables au Laplace–Beltrami. Plus précisément on note
¯S = −
n∑
i=1
D¯ei D¯eiS − D¯Dei eiS
le Laplacien brut (ici S est C∞(E) {ei} est un repère local au voisinage du point p, orthonormé)
˜S = ¯S +RS
« on supposera toujours que R est borné ainsi que ses dérivées » (R est un endomorphisme sy-
métrique du fibré E) : Rx : Ex → Ex est un endomorphisme de Ex qui satisfait 〈RU,V 〉x =
〈Ux,RxVx〉. Les exemples de cette situation sont nombreux (voir [10]) :
i) E =∧p T ∗M et D¯ est la connexion de Levi-Civita, ˜ est le Laplacien de De Rham–Hodge
sur les p formes.
ii) M est une variété spinorielle, E = S(M) est le fibré spinoriel D¯ la connexion de Levi-
Civita, ˜ ’l’opérateur de Dirac
D2S = D∗D + S
4
.
iii) Le Laplacien de Lichnerowiez sur les tenseurs de type p.
iv) Le Laplacien complexe ∂¯ ∂¯∗+ ∂¯∗∂¯ agissant sur les p,q formes sur une variété Kalhérienne.
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a) Les espaces symétriques où Rang = RanK et p = dimM2 voir [1].
b) Variétés Kalhériennes d bornée voir [5] p = dimM2 .
Le premier cas avait déjà été considéré par M. Chayet et N. Lohoué dans [7].
c) Les espaces localement symétriques voir [7].
d) Les variétés Kalhériennes d borneés, ainsi pur d’autres exemples se trouvent dans [5] et [6].
Pour voir clair je commencerai par un énoncé concernant les fonctions propres du Laplacien
scalaire sur une variété Riemannienne.
Si M est à géométrie bornée toute fonction propre L2 du Laplacien est L2+ε pour tout ε > 0.
Mais il n’est pas de même pour tout ε  0.
Le premier énoncé que l’on peut prouver est le suivant :
Théorème 0. Soit M une variété riemanienne dont le revêtement est à géométrie bornée. Soit
λ1, . . . , λi, . . . , l’ensemble des valeurs propres de multiplicités finies ou – infinies.
a) Si λi  λn est de multiplicité finie, il existe pn dépendant de λ1, . . . , λn, pn < 2 tel que pour
tout pn < p < 2 toute fonction propre du Laplacien est Lp .
b) Si λn est de multiplicité infinie il existe un sous-espace dense de Eλn qui est contenu dans
Lp pour pn < p < 2, où Eλn est le sous-espace propre associé à λn.
Théorème 1. Soit E, M , g un fibré riemanien, et soit ˜ un Laplacien. On suppose que M est à
géométrie bornée et ‖˜ω‖2 > c‖ω‖2 sur le complémentaire H des sections L2(E) harmonique.
On suppose que H 	= {0}. Alors il existe p0 < 2 tel que pour tout p ∈ ]p0;2[ , il existe un sous-
espace dense de H contenu dans Lp(M).
Soient M,g,σ,E,π comme ci-dessus.
Pour toute section S au-dessus de M , C∞0 et tout 1 p < ∞ on note
‖S‖pp =
∫
M
‖Sx‖p dσ(x).
On adopte la définition habituelle pour ‖S‖∞ et l’on note Lp(M,E) le complété de C∞0 pour la
norme ‖ ‖p si 1 p < ∞ et L∞(M,E) l’analogue habituel.
On pose p′ = p/(p − 1) pour tout 1 p < ∞ ; si T : Lp(M,E) → Lp(M,E) est une appli-
cation linéaire bornée on note ‖T ‖p→q la norme de T . On désigne par d l’opérateur de dérivation
extérieure sur M , δ son adjoint au sens L2.
Rappelons que M est à géométrie bornée si pour tout x ∈ M il existe un difféomorphisme
ψx de la boule unité de Rn sur la boule unité de M centrée en x avec contrôle uniforme des
dérivées de ψx .
Soit  = (d + δ)2 = dδ + δd l’opérateur de De Rham–Hodge sur M . D’après un théorème
de De Rham toute forme ω de carré sommable (ω ∈ L2(Λ(H))) de degré  s’écrit de façon
unique : ω = ω1 +ω2 +ω2.
Si l’on désigne par C∞0 (Λ−1M) l’espace des formes C∞ à support compact ω1 est adhérente
à d C∞0 (Λ−1(M)), ω2 est adhérente à δ C∞0 (Λ(−1)) ω3 est harmonique : ω3 = 0.
Dans le premier énoncé qui est le cas scalaire, c’est surtout la dépendance des invariants
géométriques qui est importante : en effet pn dépend de n − 1 autres valeurs propres et du bas
du spectre du Laplacien. Avec l’inégalité de « Donnelly [4] » on peut obtenir des estimées Lp
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fonction des données géométriques, par ailleurs ce théorème ne donne pas de résultats pour les
fonctions propres de Lp pour p < 2 si la valeur propre est de multiplicité infinie. Remarquons
aussi qu’il y a très peu de contrainte topologique sur M .
Cas scalaire. Soit λ1 la plus petite valeur propre de  de multiplicité finie. Soit f une fonction
propre qui est L2, on veut montrer que f est dans L2±ε pour une certaine valeur de ε.
On pose Qt(x, y) = eλ1tPt (x, y) où Pt désigne le noyau de la chaleur sur les fonctions, et
χλ1 :R→R définie par χλ1(t) = 0 si t 	= λ1 et χλ1(t) = 1, si λ1 = t on considère χλ1()
dQt
dt
= (+ λ1)Qt .
Au moins formellement
∞∫
0
dQt
dt
ϕ dt =
∞∫
0
Qt(+ λ1)ϕ dt.
Si ϕ = ϕ1 +∑mλ1i=1 dif 0i où {f 0i } est une base orthonormée du sous-espace propre associée à λ1
ϕ = ϕ1 + χλ1()ϕ.
Il s’agit maintenant de justifier ce calcul formel :
∞∫
0
dQt
dt
ϕ dt =
2∫
0
dQt
dt
ϕ dt +
+∞∫
2
dQt
dt
ϕ dt,
a)
2∫
0
dQt
dt
ϕ dt = Q2ϕ −Qtϕ|t=0
= e2λ1P2ϕ − ϕ
et ∥∥∥∥∥
2∫
0
dQt
dt
ϕ dt
∥∥∥∥∥
p
 c‖ϕ‖p
quelque soit 1 <p < ∞.
b)
dQt
dt
ϕ = Qt(+ λ1)ϕ1 = Qt−1Q1/2 ◦Q1/2(+ λ1)ϕ1
= (+ λ1)Q1 Qt−1ϕ1
et ∥∥∥∥dQtdt ϕ
∥∥∥∥
2

∥∥(+ λ1)Q1∥∥2→2‖Qt−1ϕ1‖2
 Cste e¯(λ2−λ1)t‖ϕ1‖2  Cste e¯(λ2−λ1)t‖ϕ‖2
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‖Qtϕ‖1  Cste eλ1t .
c) Conclusion. Si 0 < θ < 1
1 − θ + θ
2
= 1
p
⇒ 2
p′
= θ,
∥∥∥∥dQtϕdt
∥∥∥∥
p
 C e(1−θ)λ1t e−θ(λ2−λ1)t‖ϕ‖p
= Ceλ1t e−θ(λ1+λ2−λ1)t‖ϕ‖p
= Ce(λ1−θλ2)t‖ϕ‖p
on veut que λ1 − θλ2 < 0 ; λ1λ2 − θ < 0 ;
λ1
2λ2 <
1
p′ ; 1 − 1p > λ12λ2 ; 1 −
λ1
2λ2 >
1
p
; 2λ22λ2−λ1 <p∥∥∥∥∥
∞∫
0
dQtϕ
dt
dt
∥∥∥∥∥
p
 C‖ϕ‖p.
Mais
∞∫
0
dQtϕ
dt
dt = [Qtϕ]∞0
= [χλ1()ϕ + eλ,tPt(1 − χλ1())ϕ]∞0
= χλ1()ϕ − χλ1()ϕ −
(
1− χλ()
)
ϕ
= [1− χλ1()].
Conclusion :∥∥[1− χλ1()]ϕ∥∥p  C‖ϕ‖p
donc χλ1() qui est la projection sur l’espace propre associé à λ1 est borné sur Lp pour 2λ22λ2−λ1 <
p  2. Par conséquent ‖[χλ1()]ϕ‖p  C‖ϕ‖p .
Remarquer que χλ1() est simplement la projection sur le sous-espace propre associé à λ1
qui s’écrit χλ1() =
∑nλ1
i=1 f
0
i ⊗ f 0i où nλ1 est la dimension du sous-espace propre Eλ1 .
Soit ϕ ∈ C∞0 (M), χλ1()ϕ ∈ Lp puisque χλ() est borné sur Lp(M). De plus l’image de
C∞0 (M) est dense dans Imχλ1(). χλ1() est aussi borné sur Lp
′
(M) et de plus f 0i = e¯λP1f 0i
est dans Lr pour tout 2 r < ∞.
Si ϕ ∈ C∞0 (M)
χλ1()ϕ =
nλ∑
i=1
〈
ϕ,f 0i
〉
f 0i
par dualité
χλ1()ϕ =
nλ∑〈
ϕ,f 0i
〉
f 0i pour toute ϕ ∈ Lpi=1
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(M), il existe ϕ dans Lp(M) telle que 〈f 0i1, ϕ〉 = 1 et
〈f 0j , ϕ〉 = 0 pour tout j 	= i1. Si ϕ ∈ Lp , il existe une suite ϕn ∈ C0(M) ϕn L
p−−→ ϕ
χλ1()ϕn χλ()ϕ
∑〈ϕn,f 0i 〉f 0i ∑〈ϕ,f 0i 〉f 0i
Alors
χλ1()ϕ = f 0i1;
d’où l’assertion.
Procédons par récurrence et supposons que nous avons démontré que
∥∥χλ1()∥∥p→p  C pour pn = Sup
in
{
2λi+1
2λi+1 − λi
}
<p < 2
et montrons que
∥∥χλn+1()∥∥p→p  C pour pn+1 = Sup
in+1
{
2λi+1
2λi+1 − λi
}
<p  2
où Cn+1 est une constante.
On considère
Qt = eλn+1tPt
n∏
J=1
[
1 − χλj ()
]
,
dQt(f )
dt
= eλn+1tPt (+ λn+1)
n∏
J=1
(
1 − χλj ()
)
= eλn+1t (+ λn+1)Pt
n+1∏
J=1
[
1 − χλj ()
]
,
∞∫
0
dQtf
dt
dt =
λ∫
0
dQtf
dt
dt +
∞∫
λ
dQtf
dt
dt,
λ∫
0
dQtf
dt
dt = Qtf |t=λ −Qtf |t=0
= eλn+1Pλ
n∏
J=1
(
1 − χλj ()
)
f −
n∏
J=1
(
1 − χλj ()
)
f.
Alors par hypothèse de récurrence :
∥∥∥∥∥
2∫
0
dQtf
dt
dt
∥∥∥∥∥
p
 C‖f ‖p pour pn < p  2.
Il reste
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2
dQtf
dt
dt =
∞∫
2
(+ λn+1)Q1Qt−1f,
(+ λn+1)Q1 = eλn+1(+ λn+1)P1
n∏
j=1
(
1 − χλj ()
)
et ‖(+ λn+1)Q1‖p→p  C si pn < p  2 d’après [9] car
∥∥(+ λn+1)Q1∥∥p→p  C
∥∥(+ λn+1)P1∥∥p→p
∥∥∥∥∥
n∏
J=1
(
1 − χχj ()
)∥∥∥∥∥
p→p
 C si pn < p  2,∥∥Qt−1(f )∥∥2  Ce¯(λn+2)t‖f ‖2,
∥∥Qt−1(f )∥∥p0n+1  eλn+1t‖Pt‖p0n+1→p0n+1
∥∥∥∥∥
n∏
J=1
−χλj ()
∥∥∥∥∥
p0n+1→p0n+1
‖f ‖p0n+1
avec pn < p
0
n+1  2
 e
(λn+1− 2
p0
n+1
)t
‖f ‖p0n+1
on pose
1 − θ
p0n+1
+ θ
2
= 1
r
,
1
r
− 1
p0n+1
=
(
1
2
− 1
p0n+1
)
θ,
θ =
[
1
p0n+1
− 1
r
]/[ 1
p0n+1
− 1
2
]
.
Alors ∥∥∥∥dQtfdt
∥∥∥∥
r
 Ce
(1−θ)[λn+1− 2
p0′
n+1
]t
e¯λn+1θt‖f ‖r .
Mais
(1 − θ)
(
λn+1 − 2
p0
′
n+1
)
− λn+2θ = λn+1 − 2
p0
′
n+1
− θ
(
λn+1 + λn+2 − 2
p0
′
n+1
)
.
On veut que
p0
′
n+1λn+1 − θ
[
(λn+1 + λn+2)p0′n+1 − 2
)
< 0
autrement dit que
p0
′
n+1λn+1
(λn+1 + λn+2)p0′n+1 − 2
< θ  1.
Alors
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r
= 1 − θ
pn+1
+ θ
2
= 1
pn+1
− θ
[
1
pn+1
− 1
2
]
pour
1
pn+2
= 1
p0n+1
− (λn+1)
(λn+1 + λn+2)p0′n+1 − 2
,
1
pn+2
= 1
p0n+1
− (λn+1)
λn+1 + λn+2 − 2
p0
′
n+1
[
− 1
p0n+1
− 1
2
]
,
∥∥∥∥∥
+∞∫
2
dQtfdt
dt
∥∥∥∥∥
r

∞∫
2
∥∥∥∥dQtfdtdt
∥∥∥∥
r
dt 
∞∫
2
e¯γr t dt ‖f ‖r
si λn+2 > 1 pour γr > 0, ce que l’on peut supposer quitte à multiplier  par une constante car
les valeurs propres λn → +∞ sous cette hypothèse
p0
′
n+1λn+1
(λn+1 + λn+2)p0′n+1 − 2
décroît vers λn+1
λn+1+λn+2 qui ne dépasse pas 1 et
0 <
p0
′
n+1λn+1
(λn+1 + λn+2)p0′n+1 − 2
< 1.
3. Cas d’un fibré vectoriel
Soient M et  comme à l’introduction. On note ¯ le Laplacien brut. Si f est une section C∞0
de E alors∥∥et¯(f )∥∥(x) et|f |(x)
oû  désigne l’opérateur de Laplace–Beltrami. On note Pt = et˜ ; P 0t = et le noyau de la
chaleur sur les fonctions. On veut prouver qu’il existe 1 <p0 < 2 tel que pour tout p0 <p < p′0
tel que Ker ˜ |L2(M,E)∩Lp(M,E) soit non nul et dense dans H.
Pour toute section f de classe C∞0 , on considère la dérivée
d
dt
Ptf = ˜Ptf = Pt˜f .
Si L2(M,E) = H⊥ ⊕ H où H est l’espace des section harmoniques de L2(M,E), H⊥ son
orthogonal avec comme dans l’énoncé du théorème ‖˜ω‖2  ‖ω‖2 sur H⊥ avec C > 0 Pt˜f =
Pt˜f1 où f = f1 + f2 ; ‖f ‖2 = ‖f1‖2 + ‖f2‖22  ‖f1‖22. Formellement
∞∫
0
dPtf
dt
dt =
2∫
0
dPtf
dt
dt +
∞∫
2
dPtf
dt
dt
et d Ptf = dPt f1dt dt
N. Lohoué / Bull. Sci. math. 136 (2012) 1–11 9f2 − f1 − f2 = Pλf − f +
∞∫
λ
dPt
dt
f1 dt,
f1 = Pλf − f +
∞∫
λ
d
dt
Ptf dt,
‖Pλf ‖p  c
∥∥P 0λ |f |∥∥p  c‖f ‖p pour 1 p < ∞,∥∥∥∥ ddt Ptf
∥∥∥∥
p
= ‖˜Ptf ‖p.
Si t > 2
˜P1Pt−1f = d
dt
Ptf1,
˜P1Pt−1(f ).
D’après [9] il existe une constante telle que pour tout x, y, ‖˜P1(x, y)‖ Ce
−δ2(x˜,y˜)
Cλ sur M .
Comme R est borné, d’après l’inégalité de Trotter,∥∥e¯t˜f ∥∥(x) = ∥∥e¯t (˜+R)(f )∥∥(x)
 eCλt
∥∥e¯tf ∥∥(x)
 eCλt et|f |(x)
et ∥∥e¯t˜f ∥∥
p
 e(Cλ−2λ0)p′t‖f ‖p
par interpolation (pour tout 1 p ∞). Il s’en suit que pour t  2∥∥∥∥dPtfdt
∥∥∥∥
1
 ‖˜P1‖1→1
∥∥Pt−1(f )∥∥1
 ‖˜P1‖1→1eCλt‖f ‖1.
Mais
‖˜P1‖1→1  Sup
x∈M
∫
M
‖˜P1‖(x, y) dσ (y)+
∫
M
‖˜P1‖(x, y) dσ (x).
Comme
∥∥˜P1(x, y)∥∥ ce−δ
2(x,y)
C2 (voir [8]).
Il s’en suit que∫
M
‖˜P1‖(x, y) dσ (y) c
∫
M˜
e¯
δ2(x˜,y˜)
C2 dσ (y˜).
Puisque M est à courbure bornée,∫
e¯
δ2(x˜,y˜)
C2 dσ (y˜) =
∫
e¯
‖Y‖2
c2 gx(Y )dyM˜ TxM
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TxM
e¯
‖Y‖2
c2 gx(Y )dY 
∫
Rn
e¯
‖Y‖2
c2 ec3‖Y‖ dY  c
∫
Rn
e¯
‖Y‖2
c4 dY < ∞.
Un calcul analogue montre que
Sup
y
∫
M
‖˜P1‖(x, y) dσ (x) < C.
Si t > 2
d
dt
e¯t˜f = e¯t˜˜f = e¯t˜˜f1
= ˜e¯t˜f1
= ˜P1Pt−1f1
et ∥∥∥∥ ddt
(
e¯t˜f
)∥∥∥∥
2
= ‖˜P1‖2→2‖Pt−1f1‖2
 C1‖˜P˜1‖2→2e¯t
√
C‖f1‖2
= C1‖˜P˜1‖2→2e¯t
√
C‖f ‖2, C provient de b.
Mais l’inégalité précédente montre que
‖˜P˜1‖2→2  C3.
Par interpolation. Il s’en suit que pour 1 p  2∥∥∥∥ ddt
(
e¯t˜f
)∥∥∥∥
P
 ce(1−θ)C2t e¯−θ
√
Ct = e[(1−θ)C2−θ
√
C ]t
pour 1
p
= 1−θ1 + θ2
(1 − θ)C2 − θ
√
C = C2 − θ(
√
C +C2)
est négatif si
θ >
C2
C2 +
√
C
.
Ce qui correspond à
1
pθ0
= 1 − C2
2(C2 +
√
C )
= 2c2 + 2
√
C −C2
2(C2 +
√
C )
= C2 + 2
√
C
2(C2 +
√
C )
.
Par conséquent∥∥∥∥ ddt
(
e¯t˜f
)∥∥∥∥
p
 e¯γP t avec γP > 0 et t > 2
pour
p0 = 2(C2 +
√
C )√ <p  2C2 + 2 C
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∞∫
2
d
dt
(Ptf ) dt
∥∥∥∥∥
p

∞∫
2
∥∥∥∥ ddt (Ptf )
∥∥∥∥
p
dt 
∞∫
2
e¯γpt‖f ‖P dt
= CP ‖f ‖p. (∗∗)
Il s’en suit que ‖f1‖p  CP ‖f ‖p d’après l’inégalité (∗) et (∗∗) par conséquent
‖f2‖p = ‖f − f1‖p  (1 +CP )‖f ‖p
et le projecteur sur le sous-espace H se prolonge en un opérateur continu sur Lp pour p0 <p  2.
Mais Lp(M,E)∩L2(M,E) est un sous-espace dense de Lp(M,E) par conséquent son image
est contenu dans Lp(M,E). De plus cette image est non nulle car dans le cas contraire H = 0.
PHLp(M,E) est dense dans H. De plus PHLp(M,E) est de dimension infinie si H est de
dimension infinie. Ici PH est la projection de L2(M,E) sur H qui se prolonge à Lp(M,E).
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